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順問題と逆問題のデータ駆動型解法



本講演の内容

①機械学習で数理モデルの順問題を解く

②機械学習で数理モデルの逆問題を解く

③機械学習と数理モデルのハイブリッドモデリング

※整理のための分類にすぎず、考え方や手法には共通する部分が多くあります
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機械学習で数理モデルの順問題を解く
PINNs, DGM, neural operators



「順問題」とは

▪例えば、Navier–Stokes方程式：

▪ この方程式を解くとは、↑を満たす未知量（関数） 𝒗と 𝑝を求めること

▪ 数値的な解でもよい

▪パラメタ、初期/境界条件を決めて、方程式を解くことを順問題と定義
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パラメタ: レイノルズ数

初期条件

解 𝒗 𝑡, 𝒙
モデル

(N-S eq.)



微分方程式の深層学習による解法: PINN / DGM

▪偏微分方程式

▪初期条件、境界条件

▪ニューラルネット 𝑢𝜃 𝑡, 𝒙 で解 𝑢 を表す [Raissi+ 2019]
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微分方程式の残差 初期条件 境界条件

学習すべきパラメタ



深層学習による微分方程式解法の利点

▪メッシュフリーな表現

▪任意の点で観測データを使える

▪ 微分方程式と観測データの両方にフィットさせる

▪数値解析より高速な場合もある

▪ ホントか？ [Grossmann+ 2023]
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近似解の誤差

実行時間 [秒]

FEMの計算 / PINNの訓練 FEMの補間 / PINNの評価

近似解の誤差

（３次元ポアソン方程式の場合のみ、評価で有利）

figures from Grossmann+ (2023)
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関連資料

▪ S. Wang, S. Sankaran, H. Wang, P. Perdikaris:

“An Expert's Guide to Training Physics-informed Neural Networks”, 

arXiv:2308.08468

▪ PINNpapers

▪ https://github.com/idrl-lab/PINNpapers

▪ PINN関連論文のまとめ
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figure from Wang+ 2023

https://arxiv.org/abs/2308.08468
https://github.com/idrl-lab/PINNpapers


関連キーワード

▪ Physics-informed neural networks (PINNs) [Raissi+ 2019]

▪ Deep Galerkin method (DGM) [Sirignano+ 2018]

▪ PINN と concurrent work だと思われる

▪ Neural operators [Li+ 2021; Lu+ 2021; Kovachki+ 2023] （よく知られた手法だが、今回は割愛）

▪ 特定の初期/境界条件での特殊解を学習するのではなく、
初期条件 ↦時刻𝑡での解のような、関数↦関数の作用素をデータから学習する
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figure from Li+ (2021) with modification



機械学習で数理モデルの逆問題を解く
simulation-based inference



「逆問題」とは

▪例えば、逆運動学

▪ 順モデル: 𝜃0, 𝜃1, 𝜃2 ↦ 𝑥, 𝑦

▪ 観測 𝒙𝑜 ≔ 𝑥𝑜, 𝑦𝑜 が与えられたとき、
それに対応するパラメタ (𝜃0, 𝜃1, 𝜃2)の値を求める

• 腕の長さ ℓ1, ℓ2 は順モデルの一部としてわかっているとする

▪観測（得るべき解）と順モデルを決めて、対応するパラメタを求めるのを
逆問題と定義
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パラメタ

（順）モデル

解

順問題

逆問題



劣決定な逆問題

▪ある 𝒙を実現する 𝜽 ≔ 𝜃0, 𝜃1, 𝜃2 がいくつも（無数に）ある

▪正則化 何らかの規準 𝑔 𝜽 を設定して、「好ましい」 𝜽を選択

▪ベイズ推論 事前分布 𝑝 𝜽 を設定して、事後分布 𝑝 𝜽 𝒙 を推論
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ベイズ的逆問題

▪ベイズの定理

▪周辺分布 𝑝 𝒙 の計算はだいたい難しい

▪ 変分推論（variational inference）による近似

▪ マルコフ連鎖モンテカルロ（MCMC）法によるサンプリング

▪尤度 𝑝 𝒙 𝜽 は順モデルとしてあるはずでは？→そうでもない
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パラメタ事後分布
（ほしいもの）

Headache 2.

順モデルで決まる
観測の分布（尤度）

パラメタ事前分布
（所与とする）

Headache 1.

観測の周辺分布

尤度 𝑝 𝑥 𝜃
の計算が必要



Simulation-based inference

▪尤度関数 𝑝 𝒙 𝜽 の値を計算せず、事後分布 𝑝 𝜽 𝒙 を推論する問題

▪ 「尤度なし推論（likelihood-free inference）」または

「シミュレーションに基づく推論（simulation-based inference; SBI）」

▪ 同じことを指すはずだが、最近の深層学習ベースの方法では SBI と呼ぶ傾向
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通常の
推論問題

SBI



Approximate Bayesian computation (ABC)

▪観測 𝒙𝑜 が与えられたとき、事後分布 𝑝 𝜽 𝒙 = 𝒙𝑜 （からのサンプル）を得たい

▪ 事前分布 𝑝 𝜽 （から 𝜽を生成する機械）;  および

▪ シミュレータ: 𝑝 𝒙 𝜽 から 𝒙を生成する機械 をもっている

▪ ABC rejection

▪ 十分統計量 𝑆と閾値 𝜖 をいい感じに決めなくてはいけない

▪ 観測 𝒙𝑜 が入ってくるたびにシミュレータを多数回実行する必要がある
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Input 事前分布,  シミュレータ, 観測 𝒙𝑜,  閾値 𝜖,  統計量 𝑆

Output 保存したサンプルの集合 𝜽

1 𝑖 = 1,… ,𝑁 について、

2 事前分布とシミュレータから 𝜽𝑖 , 𝒙𝑖 を生成

3 𝑆 𝒙𝑖 − 𝑆 𝒙𝑜 < 𝜖 なら 𝜽𝑖 を保存

𝒙を比較するための
特徴量抽出器



深層学習によるSBI: 発想

▪発想は簡単
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シミュレータから
データを生成して

深層生成モデルを学習する



深層学習によるSBI:事後分布を直接学習（NPE）

▪観測 𝒙𝑜 が与えられたとき、事後分布 𝑝 𝜽 𝒙 = 𝒙𝑜 （からのサンプル）を得たい

▪ Neural posterior estimation (NPE)
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Input 事前分布,  シミュレータ

Output ニューラルネットによる事後分布の近似 𝑞𝜙 𝜽 𝒙

1 𝑖 = 1,… ,𝑁 について、

2 事前分布とシミュレータから、 𝜽𝑖 , 𝒙𝑖 を生成して保存

3 保存した 𝜽, 𝒙 から、事後分布 𝑞𝜙 𝜽 𝒙 （normalizing flowsなど）を学習

Input 観測 𝒙𝑜,  近似した事後分布 𝑞𝜙 𝜽 𝒙

Output 事後分布の評価値 𝑞𝜙 𝜽 𝒙 = 𝒙𝑜

1 𝑞𝜙 𝜽 𝒙 = 𝒙𝑜 を計算

基本的には
一度だけ実行



条件付き分布を normalizing flows で学習する

▪ Normalizing flows:  𝑝𝑌 𝒚 = 𝑝𝑍 𝒇𝜙 𝒚
𝜕𝒇𝜙 𝒚

𝜕𝒚

▪ Conditional normalizing flows: 𝑝𝑌|𝐶 𝒚 𝒄 = 𝑝𝑍 𝒇𝜙 𝒚; 𝒄
𝜕𝒇𝜙 𝒚;𝒄

𝜕𝒚
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可逆ニューラルネット

𝒚 = 𝒇𝜙
−1 𝒛 ,

𝒛 = 𝒇𝜙(𝒚)

可逆ニューラルネット
(𝒚 𝒛について全単射)

𝒚 = 𝒇𝜙
−1 𝒛; 𝒄 ,

𝒛 = 𝒇𝜙(𝒚; 𝒄)



深層学習によるSBIの利点

▪ Normalizing flows などにより、複雑な事後分布を直接表現できる

▪ 最近では flow matching による continuous NF による柔軟なモデル [Wildberger+ 2023]

▪シミュレーションの実行は、基本的には※データ生成時のみに起こる

▪ 新たな観測に対する事後分布推論は、NNの実行だけ
※一部の方法では、新たな観測に対してデータ生成とモデル訓練が新たに発生

▪ちなみに: PINNも逆問題に使える

▪ 実際、多くの研究でPINNによる「逆問題」が扱われている

▪ PINNに未知パラメタも入力して、同時に推定または後から最適化

▪ PINNを微分可能なサロゲートとしている … neural likelihood estimation と同様
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SBI-based ANT

▪ Ambient noise tomography など
をSBIで高速化

▪ UniGE, HES-SO（スイス）と
IGG（イタリア）によプロジェクト
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SBIの結果の信頼性

▪ SBIによる分布は、最頻値周りに過剰に集中した状態（overconfident）
であることが多い [Hermans+ 2022]

▪ 実験的な結果による報告

▪ false discovery の危険性
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figure from Hermans+ (2022)



Overconfidence のはかり方

▪推定した分布が、どの程度 overconfident（または underconfident = 

conservative）なのかを定量化したい

▪最高事後密度領域（highest posterior density region; HPDR）による定義

▪ “推定した分布 𝑞 が overconfident”

⇔ “正解の分布 𝑝からのサンプルが 𝑞 の 1 − 𝛼 -HPDR に入る割合 < 1 − 𝛼”

▪ 0 ≤ 1 − 𝛼 ≤ 1でグラフを描いて、対角線からの符号付き面積をはかる
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正解の分布 𝑝

推定した分布 𝑞

𝑞の 1 − 𝛼 -HPDR

𝑝からのサンプル

figure from Falkiewicz+ (2023) with slight modification

𝑝からのサンプルが
𝑞の 1 − 𝛼 -HPDR に

入る割合
(coverage)

overconfident

underconfident

(credibility level)



22色 = 訓練や推論に使ったデータのサイズ

深層学習によるSBI

ベ
ン
チ
マ
ー
ク
の
名
称

ABC

overconfident

underconfident

figure from Hermans+ (2022)



Overconfidenceのふせぎ方

▪問題を指摘した論文 [Hermans+ 2022] では、アンサンブリングを提案

▪ NREで学習する二値分類器のキャリブレーション [Delaunoy+ 2022]

▪ Coverageを微分可能な形で計算して、直接正則化 [Falkiewicz+ 2023]

▪ coverageは微分可能ソートで計算できる
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figure from Falkiewicz+ (2023)



関連資料

▪ K. Cranmer, J. Brehmer, G. Louppe:

“The Frontier of Simulation-Based Inference,”

PNAS 117(48):30055-30062, 2020

▪ sbi [Tejero-Cantero+ 2020]

▪ https://sbi-dev.github.io/sbi/

▪ PyTorch と nflowsをベースにしたSBIのライブラリ

▪ Awsome Neural SBI

▪ https://github.com/smsharma/awesome-neural-sbi

▪ 手法と応用の論文まとめ

▪ Simulation-based inference

▪ https://simulation-based-inference.org/
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figure from https://simulation-based-inference.org/

retrieved on 2024-05-24

SBI関連の論文は年々増加

https://doi.org/10.1073/pnas.1912789117
https://sbi-dev.github.io/sbi/
https://github.com/smsharma/awesome-neural-sbi
https://simulation-based-inference.org/


機械学習と数理モデルの
ハイブリッドモデリング



ハイブリッド（グレーボックス）モデリング

▪両者の「良いとこ取り」ができないか？

▪ 予測をよりよく

▪ 解釈しやすく

▪ 融合の程度は様々

• 「物理で出てくる構造っぽいのを使う」から
「具体的な微分方程式を使う」まで

26

▪ 機械学習モデル
（ニューラルネット, 決定木, カーネル法, …）

▪ 大量のパラメタをもつことがある

▪ 同質かつ多量のデータが必要

▪ 実際のデータに適応できる

▪ 解釈しにくい

▪ 科学モデル
（微分方程式, 数値計算, グラフ, 論理式, …）

▪ 少数のパラメタで表現される（べき）

▪ 多様な少量のデータの蓄積

▪ 抽象化・理想化のために

実際のデータと合わないことがある

▪ 理解に貢献

できるかも



Hamiltonian neural networks [Greydanus+ 2019]

▪ハミルトニアンをニューラルネットで構成
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figure from Greydanus+ (2019)



COVID-19 感染者数予測 [Arık+ 2020]

▪ SIRモデルの係数を移動者数などの統計データから予測
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figure from Arık+ (2020)



渋滞長予測 [Shirakami+ 2023]

▪交通工学に基づくモデルの入力をGNNで予測
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figure from Shirakami+ (2023)



気象予測 [Verma+ 2024]

▪予測値が移流方程式に従うようにする
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video from the project page of Verma+ (2024)

https://yogeshverma1998.github.io/ClimODE/

figure from Verma+ (2024)

https://yogeshverma1998.github.io/ClimODE/


接触などのある剛体シミュレーション

▪ロボットなどのシミュレーションでは、接触判定、摩擦力、空気力などの
精緻な再現が難しい

▪ 難しい部分は機械学習でデータから獲得

[Ajay+ 2018; Hwangbo+ 2019; Zeng+ 2019; Golemo+ 2018; Heiden+ 2021]
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figures from Heiden+ (2021)



科学モデルの未知パラメタ推定

▪機械学習モデルが「外」にあるとき、科学モデルの未知パラメタがうまく
推定できない可能性

▪ 機械学習モデルだけでデータにフィットできてしまう

▪例えば、 𝑦 = 𝑓𝜃 𝑥 + 𝑔𝜙 𝑥

▪ 𝑔𝜙 𝑥 が 𝑦 − 𝑓𝜃 𝑥 にフィットして、𝜃はなんでも良い、となってしまう

▪ 𝑔𝜙 𝑥 の過剰な表現力を抑えるべき
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?



制約 /正則化によるハイブリッドモデル学習 1/2

▪加法的ハイブリッドモデルの学習 [Yin+ 2021]

▪ 特に、ハイブリッドな neural ODE:

▪ 機械学習モデル 𝒈𝜙 のノルムがなるべく小さくなるように学習

• 拡張ラグランジュ法で解く

• 関数ノルムで「表現力」をあらわすという考え方；自然だが、本当にそれだけか？
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訓練データ

訓練データ中のエピソード 初期値問題ソルバ
（初期値は所与としたり、推定したり）



制約 /正則化によるハイブリッドモデル学習 2/2

▪より一般の結合方法を想定 [Takeishi & Kalousis 2021]

▪ 特に、デコーダ部分がハイブリッドな変分オートエンコーダ

▪ ハイブリッドモデルと「科学モデルだけの場合」の差を小さくなるよう正則化
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NNを簡素なモデルで置き換える
（例えば ℎ 𝑧 = 0,  ℎ 𝑧 = 𝐴𝑧 + 𝑏 ）

分布間の非類似度



ハイブリッドモデリングのこれから

▪まだ「始まった」ばかり

▪ 自然な発想で古くから広く活用されているが、深層学習時代での探索はこれから

▪ 定量的議論や厳密な計算が難しかった分野での応用

▪技術？

▪ 学習の制約・正則化 … 現状では限られたモデル構造しか扱えない

▪ 科学モデルの「微分」

▪ ハイブリッドモデルの自動構築

▪ 残された機械学習モデルの（部分的）解釈 ……

▪考え方？

▪ 機械学習を含むモデルは、どのように科学的理解に資するか？
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まとめ

機械学習と科学研究で用いられる数理モデルの関わりについて、主に手法
の観点から考え方と最近の話題を紹介

①機械学習で数理モデルの順問題を解く

▪ PINNs, deep Galerkin … 微分方程式による損失関数

②機械学習で数理モデルの逆問題を解く

▪ simulation-based inference … シミュレータから生成したデータで深層生成モデル

③機械学習と数理モデルのハイブリッドモデリング

▪ 組み合わせ方や学習方法に注意が必要
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